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บทคัดย่อ 
ภูมิหลัง: ในงานวิจัยนี้ได้น าเสนอแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับระบบการควบคุมการผลิตกลูโคส-อินซูลินใน

มนุษย์ โดยสมมุติว่าร่างกายได้รับกลูโคสจากภายนอกโดยได้มาจากอาหารหรือทางการรับประทานเท่านั้น นอกจากนี้
ยังพิจารณาค่าคงที่ที่ได้รับจากภายนอกซึ่งอยู่ในรูปของยาหรืออาหารหวานจัด วัตถุประสงค์: เพ่ือให้กระบวนการดูด
ซึมน้ าตาลกลูโคสจากภายนอกเป็นไปตามรูปแบบโลจิสติกส์  (Logistic growth method) ท าให้มีการสร้าง
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ชนิดระบบสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้นสามตัวแปรสามสมการ วิธีการศึกษา: แบบจ าลอง
ถูกน ามาวิเคราะห์เพ่ือหาเงื่อนไขความเสถียรของสภาวะสมดุลโดยการสร้างเงื่อนไขฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov 
Function) ผลการศึกษา: สุดท้ายได้น าเงื่อนไขความเสถียรของแบบจ าลองนี้น ามาใช้วิธีเชิงตัวเลขได้และแสดงผลเป็น
กราฟได้ชัดเจน บทสรุป: โดยสรุปคือเมื่อร่างกายได้รับกลูโคสจากภายนอกหลังจากผ่านกระบวนการดูดซึมของ
ร่างกายไป 2 ชั่วโมงระดับน้ าตาลในกระแสเลือดจะเข้าสู่สภาวะสมดุล 
 

ค าส าคัญ:  กลูโคส-อินซูลิน, วิธีโลจสิติกส์, เสถียรภาพ, ฟังก์ชันไลปูนอฟ, การจ าลองทางคอมพิวเตอร์ 
 
Abstract 

Background: In this study, a mathematical model for the regulating system of human glucose-
insulin production is presented. It assumes that the body receives glucose externally from foods or 
daily dietary intake by ingestion. We also looked at the externally obtained glucose source in the 

© Chulabhorn Royal Academy. Terms and conditions of Creative Commons Attribution 4.0 International (CC BY NC ND 4.0) apply 

eISSN 2697-5203 (online)  

The Journal of Chulabhorn Royal Academy 



 
 
 

 
 
 
 
 

 
J Chulabhorn Royal Acad. 2021; 3(2): 94-105                            95                                         

form of drugs or highly sweet foods. Objectives: The exogenous glucose assimilation process 
follows the logistic growth method, and thus allowing the creation of a mathematical model as 
three non-linear differential equations. Methods: This model was analyzed to determine the 
stability conditions of homeostasis by creating the Lyapunov Function conditions. Results: Finally, 
the stability conditions of this model were numerically used and graphed clearly. Conclusion: In 
conclusion, if the body receives exogenous glucose after 2 hours of absorption process, the blood 
glucose level will go into equilibrium state. 
 
Keywords:  Glucose-Insulin, Logistic Growth Method, Stability, Lyapunov Function, Computer 

Simulation
 
บทน า (Introduction)  

ปัจจุบันหนึ่งในห้าโรคร้ายที่คร่าชีวิตคนไทยมาก
ที่สุดคือโรคเบาหวาน (5 โรคร้ายแรงคือ โรคมะเร็ง 
โรคหัวใจ โรคเบาหวาน โรคความดันโลหิตสูง และโรค
ไต) ซ่ึงโรคเบาหวานเป็นภาวะที่ร่างกายมีระดับน้ าตาล
ในเลือดสูงกว่าปกติเนื่องจากตับอ่อนไม่สามารถผลิต
ฮอร์โมนอินซูลินได้ ส่งผลให้กระบวนการดูดซึมน้ าตาล
ใน เลื อ ด มี ค วาม ผิ ด ป กติ ห รื อท า งาน ได้ ไม่ เต็ ม
ประสิทธิภาพ โดยที่ภายในตับอ่อนมีไอเลตส์ออฟแลง
เกอร์ฮานส์ (Islets of Langerhans) ที่ประกอบด้วย
ฮอร์โมนส าคัญคืออินซูลิน (Insulin) และกลูคากอน 
(Glucagon) ผลิตมาจากเบต้าเซลล์และอัลฟาเซลล์
ตามล าดับ ฮอร์โมนทั้งสองชนิดนี้ท าหน้าที่ควบคุม
ระดับน้ าตาลในเลือดให้อยู่ในสภาวะสมดุล1 ร่างกาย
จะควบคุมระดับน้ าตาลในเลือดให้อยู่ที่ 72-99 mg/dl 
(4.0-5.4 mmol/L)2 เมื่อระดับน้ าตาลในเลือดเพ่ิม
สูงขึ้นตับอ่อนจะกระตุ้นให้อินซูลินท าหน้าที่พากลูโคส
ที่มีอยู่จ านวนมากเข้าสู่เซลล์ของร่างกายเพื่อเผาพลาญ
กลูโคสให้กลายเป็นพลังงาน และเมื่อระดับน้ าตาลใน
เลือดลดต่ าลงตับอ่อนจะกระตุ้นให้กลูคากอนท าหน้าที่

เพ่ิมระดับน้ าตาลในเลือดโดยสลายคาร์โบไฮเดรต 
ไขมัน และโปรตีนของเนื้อเยื่อออกมาเป็นกลูโคส  

ส าหรับผู้ป่วยโรคเบาหวานมีระดับน้ าตาลในเลือด
สูงกว่าระดับปกติเนื่องจากอินซูลินไม่สามารถพา
กลูโคสเข้าสู่เซลล์ได้จึงท าให้เกิดภาวะน้ าตาลสะสมใน
เลือดปริมาณมาก3,4 หรือผู้ป่วยเบาหวานอาจเกิดภาวะ
น้ าตาลในเลือดต่ ามักเกิดจากการรับประทานอาหาร
น้อยกว่าปกติหรือชนิดของยาไม่เหมาะสม ออกก าลัง
กายหรือท างานหนักกว่าปกติ ถ้าร่างกายอยู่ในสภาวะ
นี้เป็นเวลานานจะท าให้อวัยวะภายในร่างกายเสื่อมลง 
เกิดโรคและอาการแทรกซ้อน  

โรคเบาหวานในระยะแรกจะไม่แสดงอาการ
ผิดปกต ิอาการของโรคเบาหวานแต่ละประเภทมีความ
คล้ายกัน ซึ่งอาการที่พบส่วนใหญ่ คือ กระหายน้ ามาก 
ปากแห้ง ปัสสาวะบ่อย หิวบ่อย น้ าหนักลดหรือเพ่ิม
ความผิดปกติคือ สายตาพร่ามัว เห็นภาพไม่ชัด รู้สึก
เหนื่อยง่าย  มีอาการชาโดยเฉพาะมือและขา บาดแผล
หายยาก  เป็ นต้ น 4 โรค เบาหวาน แบ่ งได้ เป็ น  4 
ประเภท ได้แก่  

https://www.pobpad.com/%E0%B8%A1%E0%B8%B7%E0%B8%AD%E0%B9%80%E0%B8%97%E0%B9%89%E0%B8%B2%E0%B8%8A%E0%B8%B2-%E0%B8%AD%E0%B8%B1%E0%B8%99%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%B2%E0%B8%A2%E0%B8%AB%E0%B8%A3%E0%B8%B7%E0%B8%AD%E0%B9%84%E0%B8%A1
https://www.pobpad.com/%E0%B9%81%E0%B8%9C%E0%B8%A5%E0%B9%80%E0%B8%9A%E0%B8%B2%E0%B8%AB%E0%B8%A7%E0%B8%B2%E0%B8%99
https://www.pobpad.com/%E0%B9%81%E0%B8%9C%E0%B8%A5%E0%B9%80%E0%B8%9A%E0%B8%B2%E0%B8%AB%E0%B8%A7%E0%B8%B2%E0%B8%99
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1) โรคเบาหวานประเภทที่ 1 (Type 1 Diabetes) 
สาเหตุคือตับอ่อนไม่สามารถผลิตฮอร์โมนอินซูลินได้ 
โดยโรคเบาหวานประเภทที่ 1 มักพบในเด็ก  

2) โรคเบาหวานประเภทที่ 2 (Type 2 Diabetes) 
เกิดจากการที่ตับอ่อนผลิตฮอร์โมนอินซูลินได้ไม่
เพียงพอ หรือเกิดภาวะการดื้ออินซูลินมักพบในผู้ใหญ่
ที่มีน้ าหนักเกินหรือมีภาวะอ้วน  

3) โรคเบาหวานประเภทที่ 3 เป็นโรคเบาหวาน
ข ณ ะ ตั้ ง ค ร ร ภ์  (Gestational Diabetes) ซึ่ ง เป็ น
โรคเบาหวานที่พัฒนาขึ้นระหว่างการตั้งครรภ์จากการ
เปลี่ ย นแปลงฮอร์ โมน  โดยที่ ผู้ ป่ ว ย ไม่ เคย เป็ น
โรคเบาหวานมาก่อน และ  

4) โรคเบาหวานประเภทที่ 4 เป็นโรคเบาหวานที่
มีสาเหตุจ าเพาะ เช่น โรคทางพันธุกรรม โรคของตับ
อ่อน เป็นต้น5  

การวินิจฉัยโรคเบาหวานสามารถทดสอบค่าระดับ
น้ าตาลในเลือดหลังรับประทานอาหารไปแล้ว  2 
ชั่วโมงส าหรับคนปกติและผู้ป่วยโรคเบาหวานไม่ว่าจะ
เป็นเบาหวานประเภทที่  1 หรือ 2 โดยอ้างอิงตาม 
American Diabetes Association (ADA), Joslin 
Diabetes Center (JDC), และAmerican Association 
of Clinical Endocrinologists (AACE) ช่วงเวลา 1-2 
ชั่วโมงหลังอาหาร ค่าระดับน้ าตาลในเลือดคนปกติ จะ
ต่ าก ว่ า  140 mg/dL (7.8 mmol/L) แต่ ค่ า ระดั บ
น้ าตาลในเลือดส าหรับคนที่เป็นโรคเบาหวานจะต่ ากว่า 
180 mg/dL (10.0 mmol/L) (ADA & JDC) หรือต่ า
กว่า 140 mg/dL (7.8 mmol/L) (AACE)2,6 อาหารที่
เรารับประทานเข้าไปนั้นจะมีสารอาหารจ าพวก
คาร์โบไฮเดรต เมื่อผ่านกระบวนการย่อยอาหารของ
ร่างกายแล้วจะถูกย่อยให้กลายเป็นโมเลกุลที่เล็กที่สุด 
คือ กลูโคส เพ่ือน ากลู โคสไปเปลี่ยนเป็นพลังงาน 

อ าห ารที่ เร า รั บ ป ระ ท าน เข้ า ไป นั้ น มี ป ริ ม าณ
คาร์ โบ ไฮ เด รตที่ แ ตกต่ า งกั น เช่ น  น้ าต าล เป็ น
คาร์โบไฮเดรตถูกปรับเปลี่ยนเป็นน้ าตาลในเลือดได้
อย่างรวดเร็ว และท าให้ระดับน้ าตาลในเลือดสูงขึ้น
อย่างรวดเร็ว สารอาหารที่มีน้ าตาลมาก คือ น้ าหวาน 
น้ าอัดลมทุกประเภท เป็นต้น หรือ ผักเป็นสารอาหาร
ที่มีคาร์โบไฮเดรตในปริมาณน้อย ช่วยควบคุมระดับ
น้ าตาลในเลือด ดังนั้นเมื่อเรารับประทานอาหาร
จ าพวกผัก จะท าให้ระดับน้ าตาลในเลือดของเรา
เพ่ิมข้ึนอย่างช้า ๆ7,8   

ในผู้ป่วยโรคเบาหวานการรับประทานอาหารหรือ
ยา เป็นส่วนส าคัญที่ช่วยในการรักษาโรคเบาหวาน 
ผู้ป่วยโรคเบาหวานบางคนอาจเกิดภาวะน้ าตาลใน
เลือดต่ าจนต้องมีการรับประทานกลูโคสซึ่งอยู่ในรูป
ของยาหรืออาหารหวานจัด เพ่ือเพ่ิมระดับน้ าตาลใน
เลือดให้อยู่ในสภาวะสมดุล ด้วยเหตุผลดังกล่าวจึงมี
การพัฒนาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับระบบ
การควบคุมการผลิตกลูโคส -อินซูลินในมนุษย์เพ่ือ
ท านายผลลัพธ์จากตัวแบบ และบอกค่าของระดับ
น้ าตาลในเลือดของคนที่มีสภาวะปกติและคนที่เป็น
โรคเบาหวาน โดยในปี ค.ศ. 1939  Himsworth HP 
และ Ker RB ได้ศึกษาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์
เกี่ยวกับการวัดความไวของอินซูลินในร่างกาย9 ในป ี
ค.ศ.1961 Bolie VW ได้ค้นพบแบบจ าลองง่าย  ที่
พัฒนาขึ้นส าหรับระบบควบคุมระดับน้ าตาลในเลือด10  
และ ในปี ค.ศ. 2018  Devi Anuradha และ Kalita 
Ranjan พัฒนาแบบจ าลอง 𝐺 − 𝐼 − 𝐸  (Glucose-
Insulin and Externally Ingested Glucose) โดยที่
กลู โคสที่ ได้ รับจากภายนอกจะถือว่าเป็นไปตาม
รูปแบบโลจิสติกส์ (Logistic Growth Method) และ
ปริมาณกลูโคส-อินซูลินในร่างกายจะถือว่ามีค่าคงที่11  

https://www.pobpad.com/%E0%B9%80%E0%B8%9A%E0%B8%B2%E0%B8%AB%E0%B8%A7%E0%B8%B2%E0%B8%99%E0%B8%82%E0%B8%93%E0%B8%B0%E0%B8%95%E0%B8%B1%E0%B9%89%E0%B8%87%E0%B8%84%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%A0%E0%B9%8C
https://www.pobpad.com/%E0%B9%80%E0%B8%9A%E0%B8%B2%E0%B8%AB%E0%B8%A7%E0%B8%B2%E0%B8%99%E0%B8%82%E0%B8%93%E0%B8%B0%E0%B8%95%E0%B8%B1%E0%B9%89%E0%B8%87%E0%B8%84%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%A0%E0%B9%8C
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วัตถุประสงค์การวิจัย (objectives) 
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ (Mathematical 
model) 
ใน งานวิ จั ยนี้ ได้ มี ก ารป รับ ป รุ งตั วแบบ เชิ ง

คณิตศาสตร์ของระบบสมการ 𝐺 − 𝐼 − 𝐸  โดยได้เพ่ิม
ตัวแปรใหม่เข้าไปในระบบสมการ กล่าวคือ ปริมาณ
ค่าคงที่ของกลูโคสที่ได้รับจากภายนอกซึ่งอยู่ในรูปของ
ยาหรืออาหารหวานจัด ในกรณีที่ผู้ป่วยโรคเบาหวาน
เกิดภาวะน้ าตาลในเลือดต่ า ซึ่งเกิดจากร่างกายมีระดับ
น้ าตาลในเลือดต่ ากว่าปกติจากการรับประทานยา
รักษาโรคเบาหวาน หรือการได้รับยาในปริมาณที่ไม่
เหมาะสมรวมถึงมีการรับประทานอาหารประเภท
คาร์โบไฮเดรตน้อยกว่าปกติ หรือการออกก าลังกาย

มากกว่าปกติ ส าหรับผู้ป่วยโรคเบาหวานจึงจ าเป็นต้อง
มีการรับประทานกลูโคสซึ่งอยู่ในรูปของยาหรืออาหาร
หวานจัด เพ่ือเก็บกลูโคสเข้าสู่ เซลล์ เพ่ือน าไปใช้
พลังงาน โดยเมื่อเรารับประทานเข้าไปสามารถอธิบาย
ได้ดังรูปที ่1  

เมื่อเราทานอาหารและยาหรืออาหารหวานจัดเข้า
ไปผ่านระบบย่อยอาหาร ในระบบย่อยอาหารได้
กลูโคสออกมา กลูโคสนี้จะถูกส่งเข้าไปในกระแสเลือด
กลูโคสที่ได้ออกมาเป็นไปตามกลไกรูปแบบรูปแบบโลจิ
ส ติ ก ส์  (Logistic Growth Method) โด ย เป็ น  𝛽𝐸 
และ 𝜇 โดยที่  𝜇 เป็นกลูโคสที่ได้จากยาหรืออาหาร
ห ว าน จั ด แ ล ะอ อ ก ด้ ว ย อั ต ร า  βγ𝐸2 เมื่ อ ผ่ า น

 

 
รูปที ่1 อธิบายกระบวนการท างานของแบบจ าลอง 𝐺 − 𝐼 − 𝐸 
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กระบวนการย่อยอาหารแล้ว กลูโคสจะถูกส่งเข้าไปใน
กระแสเลือด ซึ่งผ่านล าไส้ เล็กด้วยอัตรา 𝛼𝐸 และ
กลูโคสซึ่งมีอยู่แล้วในร่างกายคือ 𝛿 กลูโคสที่ได้ออกมา
จะถูกส่งไปยังเนื้อเยื่อด้วยอัตรา 𝑎𝐺 และอัตรา 𝑏𝐼 
และถูกส่งไปยังตับด้วยอัตรา 𝑎𝐺 ไกลโคเจนในตับมีผล
ต่ออินซูลินในกระแสเลือด โดยอินซูลินในกระแสเลือด
จะส่งผลต่อ 𝑐𝐺, 𝑑𝐼 และ 𝜂 ซึ่งเป็นค่าคงที่ของ อินซูลิน
ที่มีอยู่แล้วในร่างกาย สามารถสรุปออกมาได้เป็น 3 
สมการดังนี ้ 

 
𝐺̇(𝑡) = −𝑎𝐺 − 𝑏𝐼 + 𝛼𝐸 + 𝛿                            (1) 

 

𝐼(̇𝑡) = 𝑐𝐺 − 𝑑𝐼+𝜂         (2)   
 

  𝐸̇(𝑡) = 𝛽𝐸(1 − 𝛾𝐸) + 𝜇                     (3) 

โดยที่  
𝐺(𝑡) ความเข้มข้นของกลูโคสในร่างกายในเวลา 𝑡 

𝐼(𝑡)  ความเข้มข้นของอินซูลินในร่างกายในเวลา 𝑡 

𝐸(𝑡)  ความเข้มขน้ของกลูโคสที่ได้รับจาก
ภายนอกที่ได้มาจากการรับประทานในเวลา 𝑡 

𝑎    อัตราคงท่ีของการสลายของกลูโคสที่ไม่
ขึ้นกับอินซูลิน 

𝑏    อัตราคงที่ของการสลายของกลูโคสที่ข้ึนกับ
อินซูลิน 

𝑐    อัตราคงที่ของการผลิตอินซูลินเนื่องจาก
การกระตุ้นของกลูโคส 

𝑑    อัตราคงที่ของการสลายอินซูลินที่ไม่ขึ้นกับ
กลูโคส 

𝛼    อัตราคงที่ของการเพิ่มข้ึนของระดับกลูโคส
เนื่องจากกลูโคสที่กินเข้าไป 

𝛽    ค่าคงที่การเติบโตที่แท้จริงของแหล่งที่มา
ของกลูโคสที่กินเข้าไป 

𝛿    ปริมาณกลูโคสคงที่ในร่างกาย 

𝜂    ปริมาณอินซูลินคงที่ในร่างกาย 
𝜇    ปริมาณคงที่ของกลูโคสที่ได้จากการบริโภค

ยาหรืออาหารหวานจัด 
วิธีการศึกษา (Methods) 
จุดสมดุล (Equilibrium points) 

หาจุดสมดุล (Equilibrium points) การหาจุด
สมดุลด าเนินการโดยจัดสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้น
ของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ให้เท่ากับศูนย์คือ 

 𝐺̇(𝑡) = 0, 𝐼(̇𝑡) = 0 และ 𝐸̇(𝑡) = 0 จากสมการ
ข้างต้นจะได้ค่าความเข้มข้นของกลูโคสที่ได้รับจาก
ภายนอกที่ได้มาจากการรับประทานออกมาสองค่าคือ  

𝐸1 =
𝛽−√𝛽√𝛽+4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
 และ 𝐸2 =  

𝛽+√𝛽√𝛽+4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
 

 

พิจารณาที ่𝐸1 =
𝛽−√𝛽√𝛽+4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
  เมื่อก าหนดให้ 

𝐺̇(𝑡) = 0, 𝐼(̇𝑡) = 0 และ 𝐸̇(𝑡) = 0 จากสมการที่ 
(1), (2) และ (3) จะได้ค่า 𝐺1และ 𝐼1 ออกตามล าดับ 
ดังนี้ 

𝐺1 =

𝑑𝛼

𝛾
−

𝑑𝛼√𝛽+4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+2𝑑𝛿−2𝑏𝜂

2(𝑏𝑐+𝑎𝑑)
, 

 𝐼1 =

𝑐𝛼

𝛾
−

𝑐𝛼√𝛽+4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+2𝑐𝛿+2𝑎𝜂

2(𝑏𝑐+𝑎𝑑)
 

ดังนั้นจุดสมดุลแรก คือ 

(𝐺1, 𝐼1, 𝐸1) = 

(

𝑑𝛼
𝛾 −

𝑑𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑑𝛿 − 2𝑏𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

  

𝑐𝛼
𝛾 −

𝑐𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑐𝛿 + 2𝑎𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 
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𝛽 − √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
) 

พิจารณาที ่𝐸2 =  
𝛽+√𝛽√𝛽+4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
   

เมื่อก าหนดให้  𝐺̇(𝑡) = 0, 𝐼(̇𝑡) = 0 และ 𝐸̇(𝑡) = 0 
จากสมการที่ (1), (2) และ (3) จะได้ค่า 𝐺2 และ 𝐼2 
ออกตามล าดับ ดังนี้ 

𝐺2 =

𝑑𝛼
𝛾 +

𝑑𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑑𝛿 − 2𝑏𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
,  

𝐼2 =

𝑐𝛼
𝛾 +

𝑐𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑐𝛿 + 2𝑎𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
 

ดังนั้นจุดสมดุลสอง คือ 

 (𝐺2, 𝐼2, 𝐸2) = 

(

𝑑𝛼
𝛾 +

𝑑𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑑𝛿 − 2𝑏𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

𝑐𝛼
𝛾 +

𝑐𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑐𝛿 + 2𝑎𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

 
𝛽 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
) 

การวิเคราะห์เสถียรภาพ (Stability analysis)  

การวิเคราะห์ เสถียรภาพ  (Stability analysis) 
ด าเนินการหาโดยหาค่าลักษณะเฉพาะ (eigenvalues) 
เพ่ืออธิบายค าตอบของสมการเกี่ยวกับค่าความสมดุล 
โดยเสถียรภาพของจุดสมดุลสามารถพิจารณาจากค่า
ลักษณะเฉพาะของจาโคเบียนเมตริกซ์ จากสมการเชิง
อนุพันธ์ไม่เชิงเส้น (1) − (3) สามารถแปลงเป็นจาโค
เบี ยน เมตริกซ์  โดยพิ จารณ าจุดสมดุ ลแรก  คื อ
(𝐺1, 𝐼1, 𝐸1) = 

(

𝑑𝛼
𝛾 −

𝑑𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑑𝛿 − 2𝑏𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

 

𝑐𝛼
𝛾

−
𝑐𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑐𝛿 + 2𝑎𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

𝛽 − √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
) 

โดยน าไปแทนในจาโคเบียนเมตริกซ์ ดังนั้น สมการ
ลักษณะเฉพาะที่ จุด  (𝐺1, 𝐼1, 𝐸1) โดยให้  det(𝐽 −

𝐼) = 0 เพ่ือหาค่า  เมื่อ  เป็นค่าลักษณะเฉพาะ 
(Eigenvalue) และ 𝐼 เป็นเมตริกซ์ขนาด 3 × 3 ดังนี้ 

𝐽 = (
−𝑎 −𝑏 𝛼
𝑐 −𝑑 0
0 0 −𝛽𝛾𝐸 + 𝛽(1 − 𝛾𝐸)

)

(𝐺1,𝐼1,𝐸1)

 

= (

−𝑎 −𝑏 𝛼
𝑐 −𝑑 0

0 0 √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾
) 

 

det(𝐽 − 𝐼) = (√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 − )(2

+ (𝑎 + 𝑑) + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
 

1 = √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾, 

2,3 =
−(𝑎 + 𝑑) ± √(𝑎 − 𝑑)2 − 4𝑏𝑐

2
 

 
แบบจ าลอง 𝐺 − 𝐼 − 𝐸 จะเสถียรรอบจุดสมดุลแรก ก็
ต่ อ เ มื่ อ  ∀𝑖 < 0, ส า ห รั บ  𝑖 = 1,2,3 จ า ก ค่ า
ลั กษ ณ ะ เฉพ าะ  1 = √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 ≮ 0 ดั งนั้ น
แบบจ าลอง 𝐺 − 𝐼 − 𝐸  ไม่เสถียร (unstable) รอบ
จุด 
(𝐺1, 𝐼1, 𝐸1) 

= (

𝑑𝛼
𝛾 −

𝑑𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑑𝛿 − 2𝑏𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

  

𝑐𝛼
𝛾

−
𝑐𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑐𝛿 + 2𝑎𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

𝛽 − √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
) 
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จากสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเส้น (1) − (3) สามารถ
แปลงเป็นจาโคเบียนเมตริกซ์ โดยพิจารณาจุดสมดุล
สอง คือ 
(𝐺2, 𝐼2, 𝐸2) = 

(

𝑑𝛼
𝛾 +

𝑑𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑑𝛿 − 2𝑏𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

𝑐𝛼
𝛾

+
𝑐𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑐𝛿 + 2𝑎𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
,  

𝛽 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
) 

 
โดยน าไปแทนในจาโคเบียนเมตริกซ์ซ์ ดังนั้น สมการ

ลักษณะเฉพาะที่ จุด  (𝐺2, 𝐼2, 𝐸2) โดยให้  𝑑𝑒𝑡(𝐽 −

𝐼) = 0 เพ่ือหาค่า  เมื่อ  เป็นค่าลักษณะเฉพาะ 
(Eigenvalue) และ 𝐼 เป็นเมตริกซ์ขนาด 3 × 3 ดังนี้   

𝐽 = (
−𝑎 −𝑏 𝛼
𝑐 −𝑑 0
0 0 −𝛽𝛾𝐸 + 𝛽(1 − 𝛾𝐸)

)

(𝐺2,𝐼2,𝐸2)

 

= (

−𝑎 −𝑏 𝛼
𝑐 −𝑑 0

0 0 −√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾
) 

det(𝐽 − 𝐼) = (−√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 − )(2

+ (𝑎 + 𝑑) + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
 

        1 = −√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾,  

2,3 =
−(𝑎 + 𝑑) ± √(𝑎 − 𝑑)2 − 4𝑏𝑐

2
 

ดังนั้น แบบจ าลอง 𝐺 − 𝐼 − 𝐸 เสถียร (stable) รอบ
จุด 
(𝐺2, 𝐼2, 𝐸2) = 

(

𝑑𝛼
𝛾 +

𝑑𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑑𝛿 − 2𝑏𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

𝑐𝛼
𝛾 +

𝑐𝛼√𝛽 + 4𝜇𝛾

√𝛽𝛾
+ 2𝑐𝛿 + 2𝑎𝜂

2(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
, 

 
𝛽 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

2𝛽𝛾
) 

เนื่องจาก ∀𝑖 < 0, ส าหรับ 𝑖 = 1,2,3 
วิ ธี ก า ร ท า ให้ เป็ น เชิ ง เส้ น ต ร ง  (Linearization 
method) โดยท าให้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิง
เส้นเป็นระบบสมการเชิงเส้นใกล้จุดสมดุล จากจาโค
เบียนเมตริกซ์รอบจุด (𝐺2, 𝐼2, 𝐸2)  

𝐽 = (
−𝑎 −𝑏 𝛼
𝑐 −𝑑 0
0 0 −𝛽𝛾𝐸 + 𝛽(1 − 𝛾𝐸)

)

(𝐺2,𝐼2,𝐸2)

= (

−𝑎 −𝑏 𝛼
𝑐 −𝑑 0

0 0 −√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾
) (

𝐺 − 𝐺2

𝐼 − 𝐼2

𝐸 − 𝐸2

) 

 
พิจารณาการแปลง (Transformation)  

ของ 𝐺 = 𝑋 + 𝐺2, 𝐼 = 𝑌 + 𝐼2 และ 𝐸 = 𝑍 + 𝐸2จะ
ได้ว่า 

(
𝑋̇
𝑌̇
𝑍̇

) = (

−𝑎 −𝑏 𝛼
𝑐 −𝑑 0

0 0 −√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾
) (

𝑋
𝑌
𝑍

) 

 
ฉะนั้น ระบบสมการเชิงเส้นตรงของแบบจ าลอง 

𝐺 − 𝐼 − 𝐸  คือ 
𝑋̇ = −𝑎𝑋 − 𝑏𝑌 + 𝛼𝑍 
𝑌̇ = 𝑐𝑋 − 𝑑𝑌 
𝑍̇ = −√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾𝑍 

 
พิจารณาระบบสมการเพื่อตรวจสอบความ

เสถียรภาพของจุดสมดุลโดยใช้ฟังก์ชันไลปูนอฟ10 
(Lyapunov function)   

พิจารณาสมการฟังก์ชันไลปูนอฟ (Lyapunov 
function)  

𝑉 = 𝐴𝑋2 + 𝐵𝑌2 + 𝐶𝑍2 + 2𝐷𝑋𝑍 

ดังนั้น   

𝑉̇ = 2𝐴𝑋𝑋̇ + 2𝐷𝑍𝑋̇ + 2𝐵𝑌𝑌̇ + 2𝐶𝑍𝑍̇ + 2𝐷𝑋𝑍̇    

    = −2𝑎𝐴𝑋2 − 2𝐵𝑑𝑌2 − (2𝐶√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 −

2𝐷𝛼)𝑍2 − (2𝐴𝑏 − 2𝐵𝑐)𝑋𝑌 − 2𝐷𝑏𝑌𝑍 −

(2𝐷𝑎 − 2𝐴𝛼 + 2𝐷√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾)𝑋𝑍       (5) 
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เห็นได้ชัดว่าค่าสัมประสิทธิ์ของ 𝑋2, 𝑌2 และ 𝑌𝑍 
เป็นลบอย่างชัดเจน เพราะฉะนั้นต่อไปพิจารณาค่า
สัมประสิทธิ์ของ 𝑍2, 𝑋𝑌 และ 𝑋𝑍 โดยให้สมการ
เท่ากับศูนย์ ได้สมการออกมาดังนี้ 

2𝐶√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 − 2𝐷𝛼 = 0 
2𝐴𝑏 − 2𝐵𝑐 = 0     (6) 

2𝐷𝑎 − 2𝐴𝛼 + 2𝐷√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 = 0 

 
ให้ 𝐷 = 1 โดยแทนลงในระบบสมการที่ (6)  

ฉะนั้นจึงได้ผลลัพธ์ ออกมาดังนี้ 

𝐴 =
𝑎 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

𝛼
, 

𝐵 =
𝑎𝑏 + 𝑏√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

𝑐𝛼
 ,  

𝐶 =
𝛼

√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾
 

 

น า 𝐴, 𝐵 และ 𝐶 แทนลงในสมการที ่(5) 

𝑉̇ = − (
2𝑎2 + 2𝑎√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

𝛼
) 𝑋2 

− (
2𝑎𝑏𝑑 + 2𝑏𝑑√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

𝑐𝛼
) 𝑌2 

− (
2𝑎 + 2√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 − 2𝑎𝑏 − 2𝑏√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾

𝛼
) 𝑋𝑌 

    −2𝑏𝑌𝑍           (7) 
 

ดังนั้นจากสมการที ่(7) จะเป็นลบแน่นอน 
(negative definite) ก็ต่อเมื่อ 

𝑎 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 >  𝑎𝑏 + 𝑏√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 

𝑎 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾 − 𝑎𝑏 − 𝑏√𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾     > 0 

(𝑎 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾) − 𝑏(𝑎 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾) > 0 

 (1 − 𝑏)(𝑎 + √𝛽√𝛽 + 4𝜇𝛾) > 0 → 𝑏 < 1    (8) 

 
สรุปเงื่อนไขมีเสถียรภาพ (stability condition) 

จากนั้นใช้วิธีการเชิงตัวเลขเพื่อตรวจสอบเสถียรภาพ
ของแบบจ าลองภายใต้เงื่อนไข สามารถอธิบายได้ดัง
ผลการศึกษา 
 

ผลการศึกษา (Results) 
จากการวิเคราะห์ข้างต้นพบว่าเงื่อนไขที่ท าให้

โมเดล 𝐺 − 𝐼 − 𝐸 ใหม่นี้คือเงื่อนไข  (8)  และจาก
งาน วิ จั ย ที่ ได้ ศึ กษ า 11–14 ท า ให้ ท ราบ ว่ าค่ าขอ ง
พารามิเตอร์โดยใช้ฟังก์ชันไลปูนอฟของแบบจ าลองท า
ให้ทราบว่า ความเสถียรของแบบจ าลองอยู่ภายใต้
เงื่อนไข 𝑏 < 1 ท าให้การหาผลลัพธ์ของระบบสมการ
ใหม่นี้ได้ผลลัพธ์ที่สามารถหาค่าพารามิเตอร์ต่าง ๆ 
โดยสามารถสรุปดังตารางที่ 1 และสามารถจ าลองผล
ทางคอมพิวเตอร์ได้ดังรูปที่ 3-5 ต่อไปนี้ 

 
ตารางท่ี 1 แสดงค่าพารามิเตอร์ของแบบจ าลอง 

Parameters 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝛼 𝛽 𝛾 𝛿 𝜂 𝜇 

Value 1 0.00475 1.5 2.05 0.01 1 1

4.25
 4.7245 0.425 0.005 
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รูปที ่2 แสดงการได้รับกลูโคสจากภายนอกที่ได้จากการรับประทาน ซึ่งมีค่าของน้ าตาลต่ า 

 
 

 
  
 
 

 
 
 
 

รูปที ่3 แสดงการได้รับกลูโคสจากภายนอกที่ได้จากการรับประทาน ซึ่งมีค่าของน้ าตาลสูง 
 

รูปที่ 2 แสดงการได้รับกลูโคสจากภายนอกที่ได้
จากการรับประทานอาหารและยาหรืออาหารหวานจัด 
ในคนที่มีสภาวะปกติไม่ได้เป็นโรคเบาหวานหรือคนที่
เป็นโรคเบาหวาน ซึ่งได้รับน้ าตาลจากภายนอกใน
ระดับต่ า ท าให้อินซูลินในตับอ่อนหลั่งออกมาอย่างช้า 
ๆ เมื่อเวลาผ่านไป 2 ชั่วโมงกลูโคสในเลือดจึงค่อยๆ
เข้าสู่สภาวะสมดุล 

 

รูปที่ 3 แสดงการได้รับกลูโคสจากภายนอกที่ได้
จากการรับประทานอาหารโดยเฉพาะยาหรืออาหาร
หวานจัด ในคนที่เป็นโรคเบาหวาน ซึ่งได้รับน้ าตาล
จากภายนอกในระดับสูงท าให้น้ าตาลในเลือดเพ่ิม
สูงขึ้นอย่างรวดเร็ว ร่างกายปล่อยอินซูลินในตับอ่อน
ออกมามากในช่วงแรกเพ่ือลดระดับน้ าตาลในเลือด
อย่างรวดเร็ว เมื่อเวลาผ่านไป 2 ชั่วโมง ระดับน้ าตาล
ในเลือดจึงเข้าสู่สภาวะสมดุล 
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รูปที ่4.1 เมื่อได้รับน้ าตาลจากภายนอกในระดับต่ า 

 

รูปที ่4.2 เมื่อได้รับน้ าตาลจากภายนอกในระดับสูง 

รูปที ่4 แสดงเสถียรภาพของกลูโคส-อินซูลิน 
 

 

รูปที ่5 แสดงความเสถียรภาพของแบบจ าลอง 𝐺 − 𝐼 − 𝐸 

รูปที่  4.1 และรูปที่  4.2 แสดงเสถียรภาพของ
ความเข้มข้นของกลูโคส – อินซูลินในกระแสเลือดเมื่อ
เวลาผ่านไป 2 ชั่วโมงอินซูลินจะปรับระดับของกลูโคส
ในกระแสเลือดให้อยู่ในสภาวะสมดุล  และรูปที่  5 
แสดงความเสถียรของแบบจ าลอง 𝐺 − 𝐼 − 𝐸 สังเกต
ได้ว่าแบบจ าลองมีความเสถียรภายใต้เงื่อนไข  𝑏 < 1 

อิทธิพลของพารามิเตอร์อ่ืน ๆ ของแบบจ าลองหรือ
ปริมาณกลูโคสและอินซูลินที่มีค่าคงที่  ไม่มีบทบาท
ส าคัญใด ๆ ต่อความเสถียรภาพ   Phase portrait 
ของกลูโคส - อินซูลินภายใต้เงื่อนไข 𝑏 < 1 แสดงใน
รูปที่  5 ซึ่งแสดงความเสถียรภาพของแบบจ าลอง 
 𝐺 − 𝐼 − 𝐸 
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บทสรุป (Conclusion) 
จากการจ าลองทางคอมพิวเตอร์ของตัวแบบ

พลศาสตร์ของกลูโคส อินซูลิน และกลูโคสที่น าเข้าจาก
ภายนอก (𝐺 − 𝐼 − 𝐸) และจากการหาได้ของเงื่อนไข
ต่าง ๆ ที่ท าให้เสถียรภาพของวิจัยนี้  คือการใช้วิธีเชิง
ตัวเลข และแสดงผลเป็นกราฟความเสถียรได้ชัดเจน 
โดยที่สามารถน ามาพยากรณ์ปริมาณกลูโคส-อินซูลิน
ในกระแสเลือดได้ กล่าวคือเมื่อเรารับประทานอาหาร
และยาหรืออาหารหวานจัดเข้าไป หลังจากเวลาผ่าน
ไป 2 ชั่วโมงระดับน้ าตาลในเลือดจะถูกปรับระดับให้
อยู่ในสภาวะสมดุล  

ระบบย่อยอาหารจะท าการย่อยอาหารจ าพวก
คาร์โบไฮเดรตให้กลายเป็นกลูโคสเพ่ือดูดซึมเข้าสู่
กระแสเลือด แล้วน าไปใช้เป็นพลังงานส าหรับเซลล์ 
เนื้อเยื่อ รวมทั้งอวัยวะต่าง ๆ ส่วนน้ าตาลที่เหลือจาก
การใช้กิ จกรรมต่ าง  ๆ  จะถูกสะสมไว้ที่ ตั บและ
กล้ามเนื้อ เพ่ือน าออกมาใช้ในยามจ าเป็น เมื่อกลูโคส
ในกระแสเลือดเพ่ิมสูงขึ้น อินซูลินในตับอ่อนจะถูก
กระตุ้นให้หลั่งออกมาเพ่ือควบคุมระดับน้ าตาลในเลือด
ให้อยู่ในสภาวะสมดุล ซึ่งระดับน้ าตาลในกระแสเลือด
ส าหรับคนที่เป็นโรคเบาหวานจะต้องน้อยกว่า 140 
mg/dL หรือ 7.8 mmol/L  
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